NFATTNING AV TEORIN INOM

DIGITAL KOMMUNIKATION



Linjar kod
En bindr linjir kod kidnnetecknas av att summan av tva kodord ocksa ir ett kodord. Ett
specialfall &r summan av ett kodord med sig sjdlv som blir bara nollor, eftersom man

med addition menar bitvis addition. Notera att om man inte talar om en bindr linjér kod,
sa dr varje linjdrkombination av kodord ocksa ett kodord.

Effektspektrum, spektraltathet

Effektspektrum (eller spektraltdtheten) for en signal &r fouriertransformen av signalens
autokorrelationsfunktion. Ett viktigt specialfall dr vitt brus som har ett konstant
spektrum enligt:

Additivt vitt gaussiskt brus (AWGN)

En enkel modell for en kanal innefattar additivt vitt gaussiskt brus (forkortat AWGN
efter den engelska beteckningen). Detta &r precis vad det later som — vitt gaussiskt brus
adderas till den signal som 6verfors pa kanalen. Eftersom bruset dr vitt har det konstant
spektraltithet:

Dessutom dr det gaussiskt, vilket innebér att dess amplitud &r normalfordelad.

Signalanpassat filter

Ett filter sigs vara anpassat till signalen s(z) om dess impulssvar har formen
h(t)=k-s(T—t) dir k och T dr konstanter. Om man som insignal till detta filter

skickar in s(¢)+brus sd blir utsignalen i tidpunkten =T k _[ s*(t)dt+brus . 1
precis denna tidpunkt dr utsignalens signal-brus-forhallande maximalt och passar darfor
bra for sampling och vidare behandling.



Vektormodellen

De olika signalalternativen s,(¢) med i €(1,2,..., u} befinner sig i ett funktionsrum
med N dimensioner, dir N <y . Detta rum spinns upp av ON-basen @, dir

j€({1,2,...,N} . Detta ger att signalen s,(f) kan skrivas som
T

N

s,(1)=. s;P,(t), i€(1,2,...,u} dir s; definieras som sl.j:_[ s;(t)P;(t)dt . 1
Jj=1 0

vektormodellen representeras signalerna med vektorer §; dar iE{l, 2,...,;1} . Den

j:te komponenten i vektorn §; ges av uttrycket for s; ovan.

Aven bruset tas omhand av vektormodellen. Naturligtvis har bruset en storre dimension
an de rena signalerna och man kan dérfor tycka att det inte skulle ga att representera det
med hjdlp avde N basfunktionerna. Det visar sig dock att man inte forlorar nagot pa
att bortse fran det brus som inte ligger langs nagon av basfunktionerna — varfor skulle
man ta hinsyn till en stérning som uppenbart inte hor till den funktionsrymd som de
intressanta signalerna lever 1?

Vektormodellen dr anvindbar vid berikning av till exempel minimiavstand och
felsannolikhet, eftersom den ger upphov till smarta geometriska tolkningar som gor det
mycket littare att se signalernas orientering relativt varandra é&n om man befunnit sig i
funktionsrymden. Det visar sig ocksda att alla berikningar som man kan gora i
vektorrymden kan utforas i funktionsrymden med ekvivalent resultat. Hir nedan
beskrivs nagra viktiga geometriska berékningar for signaler.

Normen av en vektor

Normen (lingden) av vektorn §; betecknas ||s;|| och beriiknas enligt:
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Vinkeln mellan tva vektorer

Vinkeln o, mellan de tva vektorerna §; och §, kan beriknas enligt:

[ s.(1)s,(1)dt

cos(o, )= =
o lsilllsdl VENE,

Avstandet mellan tva vektorer

S8y

Avstandet d mellan de tva vektorerna §; och §; kan beridknas enligt:

d*=ls;=silF=J (s,(t)=s, () di=[ si(0)de+ [ si(e)de—=2 [ s,(¢)s,(¢)dt

Ett stort avstand mellan tva basvektorer ir bittre #n ett litet, dd det medfor att det blir
liattare att rekonstruera den utsénda signalen pa mottagarsidan.



Generatormatris

Varje blockkod har en generatormatris G som fullstindigt definierar koden.
Kodorden fas genom att man bildar alla linjirkombinationer av radernai G . Uttryckt i
algebra — om vi har en meddelandevektor m=|[m, m,...m,| si erhiller vi
kodvektorn CZ[C1 c, ---Cn] genom operationen ¢=mG . Ur detta ser vi att
generatormatrisen maste ha k rader och n kolonner. Observera att raderna i

generatormatrisen maste vara linjart oberoende — annars skulle den producera flera
likadana kodord for olika meddelanden, vilket ju 4r helt meningslost.

En sirskild generatormatris dr en sadan som genererar en systematisk kod, det vill sdga
en kod dir informationssymbolerna ingar i kodordet som de k sista (eller forsta)

symbolerna. Formen for en sadan generatormatris & G=|P1I,| dir P ir en
kontrollmatris med dimension (k, n-k) och I, ir enhetsmatrisen med dimension (k, k).
En  sadan  generatormatris  ger  upphov  till kodord pa  formen
c=mG=m|PI,)]=[mPml,|]=[mPm| . Vi ser alltsda  att  sjidlva
meddelandevektorn ligger med som sista biten i kodvektorn — precis som vi ville.

Paritetsmatris

Paritetsmatrisen H &r relaterad till generatormatrisen G genom sambandet
HG"=0 , dir nollvektorn har dimension (n-k, k). Det foljer dven att om vi har en
kodvektor ¢ sa giller HcT=0 dir nollvektorn ér en kolonnvektor med n-k nollor.

Om vi har en systematisk kod sa kan vi bilda en paritetsmatris med hjdlp av det vi vet
om generatormatrisen. Eftersom denna definieras som G :[P 1 k] kan

paritetsmatrisen skrivas som H=[I, ,P"] .

Syndromvektor

Vid overforingen av ett kodord kan det hénda att fel intriffar, vilket i praktiken innebir
att en symbol som skulle varit en nolla istillet tas emot som en etta, eller tvirt om. For
att beskriva detta kan man sdga att om ¢ &r den utsinda kodvektorn sa dr den
mottagna vektorn r=c+e , dir e &r en felvektor som har ettor pa de positioner dér
ett fel uppstatt. Nar mottagaren tar emot r sa multiplicerar den det med
paritetsmatrisen och bildar syndromvektorn s enligt s=Hr". Denna
syndromvektor &r en kolonnvektor med n-k komponenter. Om man sitter in r=c+e i
uttrycket for syndromvektorn sa far man §= Hr'=H (cT+eT): He' + He' =He"
och kan da inse den intressanta egenskapen att syndromet endast beror av felvektorn —
den utsiinda kodvektorn spelar ingen roll.

Mottagarens uppgift dr att utifran det erhallna syndromet komma fram till vilket
felmonster som dr aktuellt, for att ddrefter kunna ritta till felen och producera ett
mottaget meddelande som &r detsamma som det utsdnda. Dessvirre &dr det inte sa
bekvimt att varje syndrom motsvarar ett felmdnster — om k #r antalet
informationssymboler si finns det 2% stycken felvektorer som ger upphov till samma
syndromvektor. Avkodaren maste #nda vilja ett felmonster som verkar sannolikt, och
generellt viljs det monster som har ldgst vikz, det vill sdga man gissar pa att sa fa fel
som mojligt har uppstatt. Detta #r den bésta gissningen under forutséttning att
bitfelsannolikheten dr mindre &n %2, vilket kan anses som rimligt.



Hammingavstand

Koder kan, om de dr smart konstruerade, anvindas till att rétta och/eller uppticka
overforingsfel. Hur méanga fel per kodord som koden kan uppticka eller ritta avgors av

minimiavstandet d,,, , eller det minsta Hammingavstdndet. Hammingavstandet mellan

tva kodord avses antalet positioner dir orden skiljer sig at. Vidare finns det tva regler
for hur detta paverkar kodens formaga att rétta och uppticka fel, enligt nedan.

For att en kod ska kunna rétta ¢ fel per kodord krivs att:
d,.=z2t+1

For att en kod ska kunna upptiicka v fel per kodord krivs att:
d,.=zv+l

Observera att dessa ir beroende av varandra — om man vill att koden ska kunna bade
ritta t fel och samtidigt upptécka v fel per kodord krivs istillet att:

d,,=zttv+l

Man kan berdkna minimiavstandet for en kod pa flera sitt. Ett dr forstas att stélla upp
alla kodord och berdkna avstianden mellan dem. Ett annat &r att utnyttja att
Hammingvikten (antalet ettor) av summan av tva kodord #r detsamma som avstandet
mellan dem. Alltsa 4r minimiavstandet i en kod detsamma som minimivikten.

Gray-kodning

Idén med Gray-kodning &r att kodorden ska arrangeras sa att ett kodord bara skiljer sig
fran vart och ett av sina nirmaste grannar med en bit. Pa det sittet minimeras skadan
som ett Overforingsfel skulle innebédra. Gray-kodning fungerar inte med alla
modulerinsgmetoder — vid exempelvis M-FSK ir alla signalavstand lika stora vilket gor
Gray-kodning meningslost.



Digitala moduleringsmetoder

Det finns en méngd metoder for digital modulering. Hér dr nagra av de vanligaste. 1
beskrivningen av var och en av metoderna antas kommunikationen ske 6ver en AWGN-

kanal med spektraltithet N,/2 . Vidare antas E representera medelsignalenergin
over alla signaler i den aktuella situationen.

On-off keying (OOK)

On-off keying (OOK) kallas pa svenska till-fran-signalering och gar ut pa att en binér
nolla representeras av en nollsignal och en binér etta av en nollskild signal, vanligen
nagon cosinusformad sadan. Exempel:

so(1)=0
sl(t)=\/4TEcos(2Trfct), 0<t<T

Avstandet mellan de tva signalerna dr d=+2FE , vilket ger felsannolikheten
E
P,= —) .
=03

Binary phase shift keying (BPSK)

Binary phase shift keying (eller binir fasskiftssignalering) (BPSK) innebér att de binédra
symbolerna 0 och 1 representeras av signalerna:

so(t)=1/2TEcos(2Trfct), 0 <i<T

sl(t)=1/27ECOS(2TrfCH—Tr):—sO(t), 0 <i<T

Avstandet mellan signalerna fas till =2 \/E , vilket innebir att felsannolikheten kan

berdknas till P,=Q ( 2N_f) :
Binary frequency shift keying (BFSK)

Binary frequency shift keying (bindr frekvensskiftssignalering) (BFSK) kallas dven
ortogonal signalering och dr en moduleringsmetod dir symbolerna O och 1
representeras av signalerna:

so(t)=q/2TEcos(2Trflt), 0<i<T
sl(t)=1/2TEcos(2Trf2t), 0<i<T



Frekvenserna f, och f, viljssdatt 2f, T och 2f,T dir olika heltal, vilket
medfor att signalerna garanterat #r ortogonala. Avstandet mellan signalerna &r

d=+2E vilket ger felsannolikheten P,=Q( ).

£
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Amplitude shift keying (ASK)

En utdkning av OOK ir amplitude shift keying (ASK) eller amplitudskiftssignalering.
Denna metod anvinder en endimensionell uppsittning signaler, oftast jimnt fordelade
ldngs basfunktionen.

Quadriphase-shift keying (QPSK/4-PSK)

Quadriphase-shift keying (QPSK) eller ritt och slitt 4-PSK bestar av fyra signaler
enligt:

si(t)=1/2TEcos(2Trfct+(2i—1)%), 0<t<T, i=12734

Signalerna ir alltsa jamnt fordelade pa en cirkel med radien VE och avstandet mellan
nirliggande signaler dr darfor J=+2FE vilket ger att felsannolikheten kan

approximeras med nirmsta-granne-metoden till P,=2Q (4 Ni) .
0

8-Fhase shift keying (8-PSK)

8-Phase-shift keying (8-PSK) anviéndes i en del gamla modem och ser ut som 4-PSK
fast med atta signaler jamnt fordelade pa cirkeln. Signalerna kan alltsa beskrivas med:

si(t):quTEcos(27cht+(2i—l)%), 0<t<T, i=12,3,4,56,738

Med nagra geometriska mandvrar kan man komma fram till att minimiavstandet mellan
. L
signalerna dr d =2+ Esin (g)

approximeras till P,=20Q (4 2E sin (E)) .
N, 8

Quaadrature amplitude moadulation (QAM)

. Detta betyder att symbolfelsannolikheten kan

Nér man anvédnder PSK har alla signaler samma amplitud och ddrmed samma energi. |
quadrature amplitude modulation (QAM) idr signalerna istillet fordelade over ett
rutmonster. Oftast &r antalet signaler en jamn fyrapotens. Exempelvis vid 16-QAM sa

kan man komma fram till att minimiavstandet dr d,,=V2E/5 och
)
SN, .

symbolfelsannolikheten enligt nirmsta-granne-approximering P,=3Q (



